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Ειςαγωγή 
• Τα τελευταία χρόνια πολλοί επιςτιμονεσ 
αςχολικθκαν με τθν αναηιτθςθ βζλτιςτων 
μεκόδων επίλυςθσ γραμμικών προβλθμάτων. 
• Εκτόσ των κλαςικών μεκόδων του τφπου PSA 
(Primal Simplex Algorithm) και άλλων 
παραλλαγών του, όπωσ και μια γενικότερθ 
μζκοδο, EPSA (Exterior Point Simplex 
Algorithm). 
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Γενική μορφή προβλημάτων 
γραμμικοφ προγραμματιςμοφ 
• Αx=b όπου ο άγνωςτοσ είναι ο x για τον οποίο 
κζλουμε να ιςχφει  
• x≥0 ενώ τζλοσ να ελαχιςτοποιείται θ τιμι  
• cTx, όπου cT είναι ο ανάςτροφοσ του c. 
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Περιγραφή αλγορίθμου εξωτερικών 
ςημείων 
• Αλγόριθμοσ Exterior Point Simplex Algorithm 
 
• Βήμα 0. (Αρχικοποίθςθ). Αρχικόσ εφικτόσ διαχωριςμόσ 
του πίνακα Α ςε (Β, Ν). Υπολογιςμόσ των διανυςμάτων 
και των πινάκων B-1, xB, w, sN. Εφρεςθ των ςυνόλων P = 
{ j ϵ N : sj < 0 } και Q = { j ϵ N : sj ≥ 0 }. Επιλογι ενόσ 
αυκαίρετου διανφςματοσ λ = (λ1,λ2,...,λ|P|) > 0, 
υπολογιςμόσ του s0 βάςθ τθσ ςχζςθσ: 
 s0 =  𝜆𝑗𝑠𝑗𝑗ϵP  και του διανφςματοσ 
 d𝐵 =  𝜆𝑗ℎ𝑗𝑗ϵP  με ℎ𝑗 = 𝐵
−1𝐴.𝑗 
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Περιγραφή αλγορίθμου εξωτερικών 
ςημείων 
• Βήμα 1. (Ζλεγχοσ τερματιςμοφ) 
(Ζλεγχοσ Βελτιςτότθτασ). Αν P = Ø, STOP. Το πρόβλθμα 
(P.1) είναι βζλτιςτο. 
(Επιλογι τθσ μεταβλθτισ αποχώρθςθσ). Αν d𝐵 ≥ 0 , 
STOP.  
Αλλιώσ αν s0 = 0, το πρόβλθμα (P.1) είναι βζλτιςτο. 
Αλλιώσ, επζλεξε τθ μεταβλθτι αποχώρθςθσ 𝑥𝐵 𝑟 = 𝑥𝑘 
χρθςιμοποιώντασ τθ ςχζςθ: 
𝛼 =
𝑥𝐵 𝑟
−d𝐵[𝑟]
= min⁡
𝑥𝐵 𝑖
−d𝐵[𝑖]
: d𝐵 𝑖 < 0  
Αν α = + ∞ Το πρόβλθμα (P.1) είναι μθ περιοριςμζνο. 
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Περιγραφή αλγορίθμου εξωτερικών 
ςημείων 
• Βήμα 2. (Επιλογι τθσ μεταβλθτισ ειςχώρθςθσ). 
Υπολογιςμόσ των διανυςμάτων HrP = (B
-1)r.AP και HrQ = 
(B-1)r.AQ. Επίςθσ εφρεςθ των αναλογιών κ1 και κ2 
χρθςιμοποιώντασ τισ ςχζςεισ: 
𝜃1 =
−𝑠𝑝
ℎ𝑟𝑝
= 𝑚𝑖𝑛
−𝑠𝑗
ℎ𝑟𝑗
∶ ⁡ ℎ𝑟𝑗 > 0⁡𝜅𝛼𝜄⁡𝑗⁡ϵ⁡P  
𝜃2 =
−𝑠𝑞
ℎ𝑟𝑞
= 𝑚𝑖𝑛
−𝑠𝑗
ℎ𝑟𝑗
∶ ⁡ ℎ𝑟𝑗 > 0⁡𝜅𝛼𝜄⁡𝑗⁡ϵ⁡Q  
Προςδιοριςμόσ των ευρετθρίων t1 και t2 τζτοιο ώςτε 
P(t1) = p και Q(t2) = q. Αν κ1≤κ2, κζςε l = p. Αλλιώσ, κζςε l 
= q. Η μθ βαςικι μεταβλθτι xl ειςάγεται ςτθ βάςθ. 
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Περιγραφή αλγορίθμου εξωτερικών 
ςημείων 
• Βήμα 3. (Περιςτροφι). Θζςε B[r] = l. Αν κ1≤κ2 κζςε P = P \ { l } και Q 
= Q U { k }. Αλλιώσ, κζςε Q[t2] = k. Χρθςιμοποιώντασ το νζο 
διαχωριςμό (B,N), όπου N = (P,Q), ενθμζρωςθ των διανυςμάτων 
και των πινάκων B-1, xB, w, sN. Επίςθσ, ενθμζρωςθ του διανφςματοσ 
𝑑 𝐵 χρθςιμοποιώντασ τθ ςχζςθ 𝑑 𝐵 = 𝛦
−1𝑑𝐵 όπου το 𝛦
−1 
υπολογίηεται από: 
𝛦−1 = 1 −
1
𝛼𝑝𝑞
𝑎𝑞 − 𝑒𝑞 𝑒𝑞
𝑇 =
1 ⁡
⁡ ⋱
−𝑎𝑙𝑞 𝛼𝑝𝑞 
⋮
⁡
⁡ 1 𝛼𝑝𝑞 ⁡
⁡
⋮
−𝑎𝑚𝑞 𝛼𝑝𝑞 
⋱ ⁡
⁡ 1
 
Αν 𝑙⁡ϵ⁡P κζςε 𝑑 𝐵[𝑟] ← d𝐵[𝑟] + 𝜆𝑙. Πιγαινε ςτο βιμα 1. 
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Χειρόγραφη επίλυςη παραδείγματοσ 
(οριςμόσ προβλήματοσ) 
• Α =  612 823 715 833 584 
 691 607 547 796 938 
 892 944 582 569 596 
• b =  25 
 56 
 5776 
• c =  69  
 653  
 246  
 770  
 -129 
• Eqin = 1 
   1 
  -1 
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Χειρόγραφη επίλυςη παραδείγματοσ 
(επίλυςη – μζροσ 1ο) 
• Β =  612 823 715  Ν =  833 584 
 691 607 547   796 938 
 892 944 582   569 596 
• Συνεχίηουμε με τον υπολογιςμό των B-1, xB, w, sN. 
• B-1 =  -0,0032 0,0039 0,0003 
  0,0017 -0,0056 0,0031 
  0,0022 0,0031 -0,0039 
• 𝑥
𝐵 ⁡
=⁡ (𝛣−1𝑏)𝑇 = 2,0053 18,1178 -22,5359  
• wΤ = 𝑐𝐵
𝑇 − B
−
1
⁡=  1,4394 -2,6360 1,1318 
• sN = 𝑐𝑁
𝑇 −𝑤𝑁 =⁡1025,2231 828,4008 
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Χειρόγραφη επίλυςη παραδείγματοσ 
(επίλυςη – μζροσ 2ο) 
• Ζπειτα χρειαηόμαςτε τα P, Q, το αυκαίρετο διάνυςμα λ και 
τα s0⁡d𝐵 
• P = { j ϵ N : sj < 0 } = Ø 
• Q = { j ϵ N : sj ≥ 0 } = { 1 , 2 } 
• Διαλζγουμε το διάνυςμα λ = (λ1,λ2,...,λ|P|) > 0 αυκαίρετα.  
• λ = {Ø} 
• s0 =  𝜆𝑗𝑠𝑗𝑗ϵP ⁡= 0 
• d𝐵 =  𝜆𝑗ℎ𝑗𝑗ϵP  = 0 
• Αμζςωσ μετά πθγαίνουμε ςτο βιμα 1 όπου βλζπουμε ότι P 
= Ø οπότε ο αλγόρικμοσ ςταματάει εδώ και το πρόβλθμά 
μασ είναι βζλτιςτο. Τα 𝑥
𝐵
 και Β αποτελοφν τθ βζλτιςτθ 
λφςθ. 
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Επίλυςη παραδείγματοσ με τη βοήθεια 
του αλγορίθμου (περιβάλλον Matlab) 
• Άνοιγμα του Matlab 
• προςκικθ των προβλθμάτων ςτο φάκελο που 
περιζχει το αρχείο res2excel.m και epsa2_b.m 
• Εκτζλεςθ τθσ εντολισ res2excel 
• Απάντθςθ βάςθ του πλικουσ των 
προβλθμάτων που κα επιλυκοφν. 
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Επίλυςη παραδείγματοσ με τη βοήθεια 
του αλγορίθμου (περιβάλλον Matlab) 
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Περιγραφή του dataset 
Κατηγορία 
προβλημάτων 
Χαρακτηριςτικά Πλήθοσ 
Random sparse A mxn, m≤2n, και όλοι οι περιοριςμοί είναι τφπου ≤ 
ι ≥ 
2500 
Random sparse B mxn, 2m≥n, και όλοι οι περιοριςμοί είναι τφπου ≤ 
ι ≥ 
1500 
Random sparse D mxm, και όλοι οι περιοριςμοί είναι τφπου ≤ ι ≥ 1500 
Random sparse E mxm, όλοι οι περιοριςμοί είναι τφπου ≤, = ι ≥ και 
ο χριςτθσ ζχει τθν δυνατότθτα να δώςει όλα τα 
απαραίτθτα ςτοιχεία μόνοσ του. 
558 
  Σφνολο 6058 
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Επιλογζσ δημιουργίασ dataset 
• Sparse A - Sparse D 
maximum number of rows 
path which the problems are saved 
number of different LPs 
• Sparse B 
maximum number of columns 
• Sparse E 
number of rows (lower) 
number of columns (upper) 
Step 
Eφροσ τιμών για το διάνυςμα eqin 
εφροσ τιμών για τθ μιτρα Α 
εφροσ τιμών για το διάνυςμα c 
εφροσ τιμών για το διάνυςμα b 
τφπο τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ (0 min/1 max/2 random) 
LPs βζλτιςτα? (1 yes/2 no) 
κάτω όριο για το b1 
άνω όριο για το b1 
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Τρόποσ αποθήκευςησ αποτελεςμάτων 
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• ID 
• Name 
• m 
• n 
• Density 
• Nnz 
• L 
• Cond(A) 
• Niter 
• Cpu 
• Status 
• flag 
ID Name m n density nnz L cond(A) niter cpu status flag 
1 sdataA1000_58x78.mat 58 78 0,1244 563 10303 22,40 83 0,363941163 0 0 
2 sdataA1001_1422x2549.mat 1422 2549 0,2100 761362 9655356 64,37 1372 46,20936966 1 1 
3 sdataA1002_2504x3164.mat 2504 3164 0,1807 1431930 19248528 185,23 1906 135,037323 1 1 
4 sdataA1003_797x1585.mat 797 1585 0,1269 160343 2547665 31,44 962 8,33631134 1 1 
Εποπτεία αποτελεςμάτων 
Σφνολο προβλημάτων(6058) 
unbounded/infeasible (102) 
optimal (5956) 
Χρόνοσ=16,60 ημζρεσ 
Sparse A (2500) Sparse B (1500) Sparse D (1500) Sparse E (558) 
unbounded/infeasible 
(46) 
unbounded/infeasible 
(21) 
unbounded/infeasible 
(32) 
unbounded/infeasible 
(3) 
optimal (2454) optimal (1479) optimal (1468) optimal (555) 
Χρόνοσ=6,24 θμζρεσ Χρόνοσ=6,00 θμζρεσ Χρόνοσ=2,48 θμζρεσ Χρόνοσ=1,88 θμζρεσ 
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Υπολογιςτικό περιβάλλον 
CPU Intel Core 2 Quad Q9300 Yorkfield Penryn (4 Processors) 
Ram size 8 GB 
L2 Cache size 4x3 MB 
L1 Cache size 4x32 KB 
HDD 320 GB @ 5400 rpm 
Operating 
System 
Microsoft Windows 7 Professional 
MATLAB version 7.13.0.564 R2011b 64bit 
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Βζλτιςτο υπόδειγμα κάθε ειςόδου 
για εκτίμηςη του niter 
Είςοδοσ Μη γραμμική παλινδρόμηςη R-Squared 
m  Rational Polynomial Funtion 2 13,1% 
n  Power (convex) 12,9% 
density  Rational Polynomial Funtion 2 30,9% 
nnz  Gompertz Growth 5,3% 
L  Rational Polynomial Funtion 1 8,2% 
cond(A)  Power (convex) 0,3% 
flag Linear 15% 
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Βζλτιςτο υπόδειγμα κάθε ειςόδου 
για εκτίμηςη του cpu 
Είςοδοσ Μη γραμμική παλινδρόμηςη R-Squared 
m  Rational Polynomial Funtion 2 28% 
n  Quadratic 21,7% 
density  Rational Polynomial Funtion 2 6% 
nnz  Rational Polynomial Funtion 1 17,9% 
L  Rational Polynomial Funtion 1 24,6% 
cond(A)  Power (concave) 0,6% 
niter Rational Polynomial Funtion 1 67,7% 
flag Linear 1% 
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Επικρατζςτερα υποδείγματα 
• Για τον υπολογιςμό του niter 
niter = -6,22295e+008 + 1,14141 * m + 1,41985 * n + (6,22299e+008 + 
1,63507e+009 * density - 3,60596e+009 * density ^ 2) / (1 + 2,62755 * 
density - 5,79481 * density ^ 2) - 0,000249455 * nnz - 0,00010902 * L 
+ 5,95326e-015 * 'cond(A)' - 4242,97 * flag 
• Για τον υπολογιςμό του cpu με χρήςη του εκτιμώμενου niter 
cpu = -1585,64 - 0,0647845 * m - 0,137819 * n + 142,879 * density - 
0,000335309 * nnz + 5,09833e-005 * L - 2,48515e-016 * 'cond(A)' + 
(1553,01 + 0,00764701 * niter) / (1 - 3,64243e-005 * niter + 4,01981e-
010 * niter ^ 2) + 100,622 * flag 
• Για τον υπολογιςμό του cpu χωρίσ χρήςη του εκτιμώμενου niter 
cpu = -6590,85 + 0,23912 * m + 0,173836 * n + 2145,96 * density + 
(6294,16 + 0,00195807 * nnz) / (1 + 4,9958e-007 * nnz - 4,04326e-015 
* nnz ^ 2) + 8,87086e-006 * L + 1,66727e-015 * 'cond(A)' - 375,855 * 
flag 
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Αξιολόγηςη υποδειγμάτων 
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• Υπόδειγμα υπολογιςμοφ niter 
 
 
• Υπόδειγμα υπολογιςμοφ cpu χωρίσ χριςθ εκτιμώμενου niter 
 
 
• Υπόδειγμα υπολογιςμοφ cpu με χριςθ εκτιμώμενου niter 
 
  app. niter - niter |app. niter - niter| 
Σφνολο −472146,1438 781087,9415 
Ανά καταγραφή −780,4068493 1291,054449 
  app. Cpu - cpu |app. Cpu - cpu| 
Σφνολο −7735,669948 65444,95443 
Ανά καταγραφή −12,78623132 108,1734784 
  app. Cpu with app. niter- cpu |app. Cpu with app. niter- cpu| 
Σφνολο -45442,44972 71676,71447 
Ανά καταγραφή -75,11148714 118,4739082 
Συμπεράςματα 
• Τα υποδείγματα ζχουν αιςκθτό ςφάλμα 
• Δίνουν όμωσ μια αρκετά καλι εκτίμθςθ των 
niter και cpu για αραιά προβλιματα μικροφ 
και μεςαίου μεγζκουσ. 
• Η μελζτθ αυτι μπορεί να επεκτακεί ςε 
ςφγκριςθ εκτιμιςεων άλλων μεκόδων. 
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